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I. INTRODUCTION 
Soit H un espace d’Hilbert reel, separables, de dimension infinie, de 
produit scalaire (,) et norme associee 11 . Ij . 
Soit +: H + ]-co, + co] une fonction convexe, propre (i.e., II(+) = 
b~Hl$(u) < +4f a’>, semi-continue inferieurement (s.c.i.). On pose 
T = 84, sous-differentiel de 4: 
Tu = 8$(u) = {z E H 1 4(v) - $(u) > (z, v - u), Vv E H). (1.1) 
L’operateur (multivoque) T: H -+ 2H est maximal monotone. De plus, 
P* = (I + T)-l est une application monotone et contractante de domaine H 
et image D(T) = {u E H I Tu # @a> (cf. [3], par exemple). 
Nous demontrons le theoreme suivant: 
TH~ORBME 1. Supposons qu’on a 
P&-u) = -P& Vu EH; (1.2) 
(P&u)=O*u=O; (1.3) 
u,,-;: u dam H, oh -dt%igne convergence faible * P*u, 2 P,u. 
(1.4) 
Alors, pour chaque R > 0, il existe une suite (u, , A,,), 0 # u, E H, A, E Iw, 
telle que U, # u, pour n # m, X, > 0, An -fn + co, I] un I/ = R(1 + X,)-l -+n 0 
et X,u,E Tu,, n = I,2 ,.... 
La demonstration du Theo&me 1 est basee sur le Theo&me 2 de [2] (cf. 
aussi [l] et [4]). On utilise une technique voisine de celle employee pour 
demontrer le Theo&me 1 de [5]. 
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Comme application posons H = L2(Q), oh 52 est un ouvert borne trb 
regulier de lhY de frontike r et soit j: Iw + ] - co, + cc] une fonction con- 
vexe, propre, s.c.i., /3 = aj. Soit I#: H + ]-co, +oo] definie par 
1 
9 Ja I grad u I2 dx + ~rj04 dC si u E Hi(Q) et j(u) ill, 
4(u) = 
+a, sinon, 
(1.5) 
oti grad u = (&/ax, ,..., au/ax,) et Hm(0) est l’espace de Sobolev usuel. 
On sait (cf. [3, Sect. II, Ex. I]) que $ es une fonction convexe, propre, t 
s.c.i. et que 
a$cu) = -AU avec qa4) = {U E H2(Q) 1 -at4/av Ed pp. sur r}, 
(1.6) 
oti au/au est la derivee suivant la normale exterieure. 
Nous demontrons le resultat suivant: 
TH&OR~?ME 2. Soit q3 dt$nie par (1.5), T = 84, et supposons qu’on a 
B(-y) = --B(y), VY E D(B). (1.7) 
Alors, pour chaque R > 0, il existe une suite (u, , h,), 0 # u, E H, X, E IT& 
telle que u, # u, pour n # m, h, 3 0, X, elz + co, Ij u, I/ = R(l + &J-l -+n 0 
et h,u, E Tu,, n = I,2 ,..., i.e., u, E H2(Q), -Au, = h,u, et -&,/au E j3(un) 
p.p. sur T. 
En particulier, si I’ est connexe et /?-l(O) = {Y E [w 1 0 E ,8(y)} = {0}, alors 
x, > 0. 
Exemples 
Posons j(r) = ) 1 r 13. On a 
B(y) = yr2 
Soit R > 0 et posons 
j(y) = I Irl- kr2/2 (l/W 
si Y>O 
si Y < 0. 
si Iy I> l/k 
si I r 1 < l/k. 
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On a alors 
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P(r) = ir 
i 
si r 3 l/k 
si Irl <l/k 
-1 si r < -l/k. 
On peut trouver les conditions aux limites correspondantes dans un 
probleme de climatisation (cf. [7]). 
Remarquons que, dans ces deux exemples, on a /3-l(0) = (0). 
Pour d’autres resultats sur les valeurs propres d’operateurs maximaux 
monotones voir [IO] et [5]. 
2. DEMONSTRATION DES THBORBMES 1 ET 2 
Dbmonstration du Thborkme 1. On sait (cf. [S]; voir aussi [5, Corollaire 11) 
que la fonction G: H -+ II& definie par 
est une fonction convexe, FrCchet differentiable, et telle que 
VG(u) = P,+u, VUEH, (2.1) 
oh VG(u) designe la derivee de FrCchet de G au point u. 
De plus, (1.2) entraine P,O = 0, d’oh 0 E T(0) et 
(P& u) = (P& - P,$O, u - 0) > 0, Vu E H. 
Compte tenu de (1.3) on en deduit 
(P&9 u) > 0, si0 #uEH. (2.2) 
Ajoutons que 
II PdU - P*v II < II u - v II , ‘du,v~H. (2.3) 
Appliquons maintenant le Theoreme 2 de [2] aux operateurs A = I 
(identite de H) et B = P* , ce qui est loisible par (1.2), (1.4), (2.1), (2.2) et 
(2.3). On en deduit que, &ant don& R > 0, il existe une suite a, E H, 
11 v, II = R, ‘dn, v, # V~ si n # m, et en E [w, 8, +,, + , co verifiant 
0, = enP*v, , n = 1, 2 ,.... 
Puisque v, # 0 on peut considerer pn = e;l # 0. 
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II vient 
d’oti 
PnV, = p*vn 7 n = 1, 2,..., 
0 d P&a 9 VTL) = Pn II vn 112, 
I Pn I II vn II = I! Pm% II < II v, II > 
0-c /GIG 1, n = 1, 2,..., 
(2.4) 
DCfinissons u, et A, par 
%I = PnV, # Q, (&a + 11-l = PL, - (2.5) 
On a u, # u, si n # m (car u, = urn emah I pL, I II 0, II = I pm I II vm II 
et done pn = CL,,,  v, = v, , ce qui est absurde). De plus, 
A, 3 0 et hyf +a. 
11 vient par (2.4) et (2.5) 
u, = p&2 + 1) u, = (I + T)-l(un + &2&J, 
d’oh 
Jw, E Tu, , n = 1, 2,..., 
ce qui achkve la dkmonstration du ThCorkme 1. 
D6monstration du Thkorcbne 2. Soit P*u = (I + T)-l u. On a que Pbu 
est l’unique solution dans H2(SZ) du problkme 
-AP,u + P*u = u 
-aPbtqav E p(~$~) p.p. sur F. P.6) 
La condition (1.7) entraine alors 
PJ-u) = -P*u, 
11 vient aussi de (2.6) 
Vu E H. 
s u . P$u dx = - R s R AP,u . P,u dx + j 1 Prg I2 dx R 
= s, I grad P,g I2 dx - jr (aP,u/av) * P*u dI’ + j, 1 P6u I2 dx. 
Puisque 0 E/3(0) et -aP,u/& E /l(P,u) p.p. sur r, il vient 
- s (aP&v) . P,u dF >, 0 r 
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et ainsi 
Done 
(u, P,p) = 0 3 P,$zJ = 0 * 24 E T(O) = (0). 
(24, P#) = 0 * u = 0. 
Pour pouvoir appliquer le ThCoreme 1 il suffit maintenant de montrer que 
la condition (1.4) est verifiee. Par le Theo&me 12 de [3] nous avons 
II u llHqSa) \ 1 <c II--du+ull+c,, tfu e W#>, 
d’oti, en particulier, 
II p u II #$ Jp(gJ) d Cl II u II + c2 7 Vu E H = L2(L?). (2.7) 
Soit u, An u dans H. Compte tenu de (2.7) et de la compacite de l’injection 
H2(!2) G W(Q) on peut extraire une sous-suite {uk} de {un} telle que 
P&k p 5 dans Hi(Q). w3) 
On en deduit (cf. [3, (7)]) 
f = (I + T)-1 u = P&L. 
Ainsi, compte tenu de (2.8), nous pouvons Ccrire 
P&n 2 PC&u dans Hl(SZ). 
Ajoutons que, si I’ est connexe et /3-l(0) = {0}, alors le ThCoreme 2.4 de 
[!I] entraine que u E 0 est la seule solution du probleme u E Ha(Q), Au = 0, 
-au/avEp(u) pp. sur r. 
Ceci achtve la demonstration du TheorCme 2. 
Ajoutd aux I?preuves. R. T. Rockafellar m’a signale qu’on a: (1.2), ( 1.3) o $( - u) = 
-W, Vu~ff, WJ) = @I. 
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